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Szacowanie ryzyka zmian cen akcji 
metod  podzia u pola

Grzegorz Przekota 

W pracy podj to problem szacowania ryzyka zmian cen akcji. Najbardziej 

popularne s  miary klasyczne: wariancja, odchylenie standardowe oraz wspó -

czynnik zmienno ci. W ród miar nieklasycznych najbardziej popularny jest 

wymiar fraktalny, w tym wyk adnik Hursta. W pracy zaproponowano alterna-

tywny sposób liczenia wymiaru fraktalnego szeregów czasowych. Okre la on, 

jak silnie szereg czasowy wype nia swoj  przestrze , i s u y mi dzy innymi do 

charakteryzowania szeregów danych gie dowych ze wzgl du na stopie  „postrz -

pienia”. Wymiar fraktalny obliczano dla szeregów czasowych notowa  indek-

sów gie dowych WIG i WIG20 w latach 2008–2011. Otrzymane wyniki atwo 

mo na interpretowa  oraz odnie  je do prezentacji graficznej szeregu, co jest 

wa ne w praktycznych zastosowaniach.

1. Wst p

W klasycznej teorii analizy ryzyka cen akcji stosuje si  popularne narz -
dzia statystyczne: wariancj , odchylenie standardowe, wspó czynnik zmien-
no ci czy semiodchylenie standardowe (Jajuga i Jajuga 2006: 182–187). 
Praktyczna skuteczno  tych miar jest bezdyskusyjna, chocia  warto zwróci  
uwag  na fakt, i  dla cen akcji najw a ciwsz  z wymienianych miar b dzie 
wspó czynnik zmienno ci, gdy  warto  odchylenia standardowego zale y 
od poziomu cen, natomiast dla szeregów stóp zwrotu najw a ciwsz  miar  
b dzie odchylenie standardowe.

Warto jednak poszukiwa  tak e innych rozwi za . Mniej popularne s  
narz dzia teorii chaosu. Narz dzia pochodz ce z teorii chaosu nie s  jesz-
cze powszechnie stosowane w ród badaczy, g ównie ze wzgl du na trud-
no ci powstaj ce przy obliczaniach oraz cz ste niejasno ci interpretacyjne. 
Niniejsza praca ma na celu przedstawienie jednego z narz dzi teorii cha-
osu – wymiaru fraktalnego. Jedn  z najpopularniejszych metod szacowania 
wymiaru fraktalnego jest metoda wariacyjna VM (Dubuc i in. 1989: 1506). 
Jej rozwini ciem jest metoda segmentowe-wariacyjna SVM zaproponowana 
przez Zwolankowsk  (2001: 63). W pracy zaprezentowano autorsk  metod  
szacowania wymiaru fraktalnego metod  podzia u pola.
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2. Wymiar fraktalny szeregów czasowych

Geometria euklidesowa podaje wymiar przestrzeni, w której umiesz-
czony jest szereg czasowy. Przestrzeni  t  jest p aszczyzna o wymiarze 
euklidesowym – 2. Rozpatruj c natomiast trajektori  szeregu czasowego 
jako aman , otrzymujemy wymiar euklidesowy – 1. Odchodz c od wymiaru 
euklidesowego, mo na zauwa y , e wykres szeregu czasowego nie wype nia 
ca ej p aszczyzny, na której zosta  umieszczony, zatem jego wymiar b dzie 
mniejszy od 2 i ró ny od l, gdy  jest to wymiar euklidesowy prostej, a szeregi 
czasowe nie maj  na ogó  kszta tu linii prostej.

Rozwi zaniem tej niedogodno ci jest wymiar fraktalny, scharakteryzo-
wany przez Petersa: „Wymiar fraktalny, który opisuje, w jaki sposób obiekt 
(lub szereg czasowy) wype nia swoj  przestrze , jest wynikiem wszystkich 
czynników wp ywaj cych na system, którego wytworem jest dany obiekt 
(szereg czasowy)” (Peters 1997: 58).

Wymiar fraktalny oznacza si  przez D i nie musi on by  liczb  ca kowit . 
Dla wykresów szeregów czasowych przyjmuje warto ci z przedzia u <1; 2>. 
Warto  l wymiar szeregu czasowego przyjmowa  b dzie wówczas, gdy wykres 
b dzie mia  kszta t linii prostej, a warto  2, gdy b dzie wype nia  pewien 
obszar dwuwymiarowy na p aszczy nie. W praktyce warto ci skrajne nie 
s  osi gane.

Skoro wymiar fraktalny ma opisywa , jak szereg czasowy wype nia obszar, 
innymi s owy, jak zag szcza si  na p aszczy nie, to wi ksze zag szczenie 
powodowa  b dzie zwi kszony wymiar fraktalny, a mniejsze zag szczenie 
spowoduje mniejszy wymiar fraktalny. Dla szeregów czasowych oznacza 
to, e cz ste zmiany w ró nych kierunkach b d  powodowa  zwi kszenie 
wymiaru i szereg b dzie bardziej wype nia  p aszczyzn , a szeregi jednokie-
runkowe, z ma  liczb  zmian, b d  mia y mniejsze wymiary fraktalne, ich 
kszta ty za  b d  bardziej zbli one do kszta tu prostej. Szeregi, w których 
wyst puj  cz ste zmiany w ró nych kierunkach, charakteryzuje zjawisko 
powrotu do redniej, a szeregi o ma ej liczbie zmian – zjawisko podtrzymania 
trendu. Odpowiednie wnioski mo na jednak wysnu  dopiero po obserwacji 
danych empirycznych.

Przyk ad zastosowania wymiaru fraktalnego do zjawisk naturalnych 
podaje Mandelbrot (1983). Problem dotyczy pomiaru d ugo ci linii brze-
gowej. Wynik zale y od d ugo ci miarki: im miarka jest krótsza, tym wynik 
dok adniejszy, gdy  pozwala uchwyci  wi cej krzywizn. Wymiar fraktalny 
umo liwia odpowied  na pytanie, jak postrz pione s  linie brzegowe. Im linie 
brzegowe s  bardziej postrz pione, tym ich wymiar fraktalny jest wi kszy. 
E. Peters podaje np. wymiar fraktalny linii brzegowej Norwegii – 1,52 i linii 
brzegowej Wielkiej Brytanii – 1,26 (Peters 1997: 60). Wynik ten jest zgodny 
z obserwacj  mapy – linia brzegowa Norwegii jest bardziej postrz piona od 
linii brzegowej Wielkiej Brytanii, a wi c jej wymiar fraktalny jest wi kszy 
i bardziej zbli ony do 2.
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3. Geometryczny sposób wyznaczenia 
wymiaru fraktalnego

Jeden ze sposobów znalezienia wymiaru fraktalnego szeregów czaso-
wych podaje E. Peters (1997). Wymiar fraktalny ustala si , mierz c stopie  
postrz pienia linii. Nale y policzy  liczb  kó  o okre lonej rednicy, które 
potrzebne s  do pokrycia ca ej linii. Nast pnie trzeba zmniejszy  ustalon  
rednic  kó  i powtórzy  obliczenia. Po przeprowadzeniu odpowiedniej liczby 

takich operacji mo na zauwa y , e liczba kó  jest zwi zana wyk adniczo 
z d ugo ci  promienia kó  nast puj c  relacj :

 Nr = (2r)D, (1)
gdzie:
Nr – najmniejsza liczba kó  przy ustalonym r,
r – promie ,
D – wymiar fraktalny.

St d wymiar fraktalny D jest wspó czynnikiem kierunkowym prostej 
regresji:

 
log Nr = Dlog(2r). (2)

Jest to jednak ma o efektywny sposób wyliczenia wymiaru fraktalnego, 
gdy  wymaga wielu geometrycznych konstrukcji. Podobnie liczy si  wymiar 
fraktalny metod  pude kow  BCM, z tym e zamiast kó  zlicza si  kwa-
draty o okre lonej d ugo ci boku potrzebne do pokrycia wykresu szeregu 
czasowego.

4. Szacowanie ryzyka metod  podzia u pola

Autorska metoda szacowania wymiaru fraktalnego przedstawiona 
w niniejszym opracowaniu czy elementy metod segmentowo-wariacyjnej 
oraz tradycyjnych metod geometrycznych. Podobnie jak w metodzie seg-
mentowo-wariacyjnej wykres szeregu czasowego pokrywany b dzie przez 
prostok ty, samo szacowanie wymiaru fraktalnego b dzie natomiast odbywa  
si  poprzez szacowanie wspó czynnika regresji, podobnie jak w metodach 
geometrycznych.

Nale y za o y , e ma si  do dyspozycji kawa ek p aszczyzny w kszta cie 
prostok ta o podstawie a i wysoko ci b. Pole tego prostok ta b dzie wynosi  
P = ab (rysunek 1). Prostok t ten zostanie podzielony na po owy, dlatego te  
pole P nazwiemy pierwotnym (przed podzia em). Nast pnie dzieli si  pier-
wotny prostok t na dwie równe cz ci pionow  prost  (rysunek 2). czne 
pole powsta ych dwóch prostok tów b dzie wynosi  p i p = P, poniewa :

 
a
b
a
b

ab
ab P

2 2 2

2
$ $+ = = = . (3)
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a

b

P=ab

Rys. 1. Prostok t o polu P. ród o: opracowanie w asne.

a/2 a/2

b

P=ab

Rys. 2. Prostok t o polu P po podziale. ród o: opracowanie w asne.

Kolejne przepo awianie prostok tów nie zmieni faktu, e suma pól zawsze 
b dzie wynosi  P. Oznacza to, e suma pól P po podziale prostok ta na 
dowoln  liczb  równych prostok tów pionowymi liniami b dzie taka sama, 
jak suma pól p po podziale dwukrotnie g stszym od danego (pierwotnym 
mo e by  podzia  np. na trzy prostok ty, a nast pny na sze ). Zatem dla 
dowolnego podzia u zachodzi tutaj zwi zek:

 p
P

2
2
$= . (4)

W prostok cie nale y umie ci  wykres szeregu czasowego.

Rys. 3. Szereg czasowy na p aszczy nie. ród o: opracowanie w asne.

Niech szereg czasowy ma d ugo  N, wtedy pole obszaru zajmowanego 
przez szereg mo na wyliczy  nast puj co:

 P N x x
max min

$= -^ h, (5)

gdzie: xmax i xmin s  odpowiednio najwi ksz  i najmniejsz  warto ci  w szeregu.
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Nale y podzieli  prostok t, zajmowany przez szereg czasowy, pionow  
prost  na po owy i znale  sum  pól p powsta ych po ówek, stosuj c wzór 
(5) do ka dej po ówki:

 
N

x xp
N

x x
22 max minmax min

1 1 2 2

$$ -= - +^ ^h h. (6)

Pomi dzy p a P zachodzi nierówno :

 p m P. (7)

Powtarzaj c czynno  przepo awiania sko czon  ilo  razy, za ka dym 
razem oka e si , e suma pól po ówek w stosunku do sumy pól pierwotnych 
jest od nich niewi ksza. Oznacza to, e przy dowolnym podziale pierwotnym 
na k cz ci pole zajmowane przez wykres szeregu b dzie wynosi :

 x xP
k
N

max mink
i

k

1
i i
-=

=

^ h/ , (8)

a przy podziale na 2k cz ci:

 k
N

x xp
2 max mink
i

k

2

1

2

i i
= -

=

^ h/ . (9)

Pomi dzy Pk i p2k zachodzi nierówno :

 p
P

2
2k

k

2
$# . (10)

Równo  we wzorze (10) zachodzi jedynie dla wykresów szeregów cza-
sowych ca kowicie wype niaj cych swoj  p aszczyzn . Je eli szereg b dzie 
mia  kszta t linii prostej, to pomi dzy p a P zachodzi  b dzie równo :

 p
P

1
2k

k

2
$= . (11)

Równo  ta zachodzi tak e dla amanej pocz wszy od pewnego podzia u. 
Dla dowolnego szeregu:

 p D
P

2k

k

2
$= , (12)

gdzie: D zawiera  si  b dzie w przedziale <1; 2> i b dzie tym wi ksze, im 
kszta t trajektorii szeregu czasowego b dzie bardziej postrz piony, czyli im 
cz ciej w szeregu wyst powa  b dzie zmiana trendów na przeciwne. Warto  
D natomiast b dzie tym bli sza 1, im kszta t szeregu bli szy b dzie prostej, 
czyli im mniej b dzie w szeregu zmian trendów na przeciwne. Je li w uk a-
dzie wspó rz dnym na osi x b dzie si  odk ada  warto ci P/2, a na osi y 
warto ci p, to warto  D b dzie wspó czynnikiem regresji prostej oszacowanej 
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dla punktów (P/2; p). Tak zdefiniowania warto  D mo e by  traktowana 
jako miara postrz pienia szeregów, czyli jako wymiar fraktalny szeregów.

W praktycznym zastosowaniu dla danych gie dowych na podstawie war-
to ci wymiaru fraktalnego mo na wnioskowa  o ryzyku inwestycyjnym.

Przyk ad 1. Zak ada si , e szereg o N=100 ma nast puj c  posta : 1, 
2, 1, 2, 1, 2 itd. Dla ca ego szeregu N=100, xmax=2, xmin=1, st d P=100. 
Po przepo owieniu szeregu otrzymuje si  dwa szeregi d ugo ci 50, w któ-
rych xmax=2, xmin=1. Pole ka dego jest równe 50, a suma p=100. Szeregi 
d ugo ci 50 s  z kolei pierwotnymi dla szeregów d ugo ci 25, w których 
xmax=2, xmin=1, a st d pole ka dego prostok ta jest równe 25, a suma 100. 
Jest to jeden z mo liwych podzia ów szeregu d ugo ci 100 na po owy. Drugi 
podzia  to podzia  najpierw na szeregi d ugo ci 20, potem 10, a nast pnie 
5. W ka dym z tych przypadków suma pól równa jest 100. Przeprowadzaj c 
oszacowanie wymiaru fraktalnego D, dostajemy warto  2, co jest równo-
znaczne z tym, e powy szy szereg zajmuje ca  swoj  p aszczyzn , a to 
oznacza tak e, e mamy do czynienia ze zjawiskiem powrotu do redniej.

N N/2 P p

100 50 100 100

 50 25 100 100

 20 10 100 100

 10  5 100 100

Tab. 1. Pola zajmowane przez szereg w kolejnych podzia ach szeregu z przyk adu 1. 
ród o: opracowanie w asne.

Przyk ad 2. Zak ada si , e szereg o N=100 ma nast puj c  posta : 1, 
2, 3, 4 itd. Dla ca ego szeregu N=100, xmax=100, xmin=1, st d P=9900. Po 
przepo owieniu szeregu otrzymujemy dwa szeregi d ugo ci 50, w pierwszym 
xmax=50, xmin=1, w drugim xmax=100, xmin=51, a st d pole ka dego jest 
równe 2450, a suma p=4900. Szeregi d ugo ci 50 s  z kolei pierwotnymi dla 
szeregów d ugo ci 25, w których ka de pole równe 600, a suma p=2400 (przy 
polu pierwotnym P=4900, dla N=50). Jest to jeden z mo liwych podzia ów 
szeregu d ugo ci 100 na po owy. Drugi podzia  to podzia  najpierw na szeregi 
d ugo ci 20, potem 10, a nast pnie 5. Wyniki tych podzia ów umieszczono 
w tabeli 2. Przeprowadzaj c oszacowanie wymiaru fraktalnego D, otrzymuje 
si  dla takich danych warto  0,9861, co jest równoznaczne z tym, e wykres 
szeregu stanowi lini  prost . Oznacza to równie  zjawisko jednokierunko-
wego trendu. Gdyby dopu ci  wszystkie warto ci rzeczywiste le ce na linii 
prostej, warto  D by aby równa 1. Warto  1 oznacza lini  prost  i nie jest 
osi gana dla szeregów innego typu.
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N N/2 P p

100 50 9 900 4 900

 50 25 4 900 2 400

 20 10 1 900  900

 10  5  900  400

Tab. 2. Pola zajmowane przez szereg w kolejnych podzia ach szeregu z przyk adu 2. 
ród o: opracowanie w asne.

5. Wymiar fraktalny dla szeregu cen i stóp zwrotu 
WIG i WIG20

Praktyczne zastosowanie wymiaru fraktalnego pokazano na przyk adzie 
warto ci indeksów gie dowych WIG i WIG20 oraz stóp zwrotu tych indek-
sów w latach 2008–2011. Na rysunku 4 przedstawiono kszta towanie si  
warto ci indeksu WIG oraz stopy zwrotu tego indeksu w badanym okresie, 
a na rysunku 5 kszta towanie si  warto ci indeksu WIG20 oraz stopy zwrotu 
tego indeksu w tym samym okresie.
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Rys. 4. Warto ci i stopy zwrotu indeksu WIG w latach 2008–2011. ród o: opracowanie 
w asne na podstawie danych GPW.
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Rys. 5. Warto ci i stopy zwrotu indeksu WIG20 w latach 2008–2011. ród o: opracowanie 
w asne na podstawie danych GPW.

Obserwacja kszta tu szeregu warto ci indeksów WIG i WIG20 wska-
zuje na wyra ne podobie stwa, tj. punkty zwrotne wyst puj  w podobnym 
czasie, trendy maj  podobn  si  i d ugo . Gdyby scharakteryzowa  te 
szeregi odchyleniem standardowym (tabela 3), to dla indeksu WIG otrzy-
mano 7361,77, a dla WIG20 409,08. Tak du a ró nica jest wynikiem innego 
poziomu warto ci tych indeksów. Pomiar wspó czynnikiem zmienno ci wska-
zuje na wy sz  wzgl dn  zmienno  warto ci indeksu WIG ni  WIG20 – 
jest to odpowiednio 18,4% i 17,1%. Ryzyko zatem lepiej tutaj przedstawi  
za pomoc  wspó czynnika zmienno ci. Dla tych danych wyznaczono tak e 
wymiar fraktalny D szacowany metod  podzia u pola; wyniós  on odpowied-
nio 1,4218 oraz 1,4119. Takie wyniki z jednej strony potwierdzaj  podobie -
stwo w kszta towaniu si  warto ci indeksów WIG i WIG20, ale dodatkowo, 
znaj c zakres wymiaru fraktalnego <1; 2>, mo na powiedzie , i  mamy 
tutaj do czynienia z przeci tnie silnym zjawiskiem podtrzymania trendu.

W tabeli 4 zaprezentowano charakterystyki dla szeregu czasowego stóp 
zwrotu indeksów WIG i WIG20. Dla indeksu WIG otrzymano odchylenie 
standardowe na poziomie 1,5991%, dla indeksu WIG20 1,9082%. Wynika 
st d, i  ryzyko zmiany warto ci stopy zwrotu indeksu WIG20 jest znacz co 
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wy sze ni  dla indeksu WIG, tymczasem obserwacja kszta tu szeregów stóp 
zwrotu wskazuje na do  du e podobie stwo. Wynik z wymiaru fraktalnego 
to odpowiednio 1,6998 oraz 1,7088 i tutaj mamy informacj  o wyra nym 
podobie stwie tych szeregów. Jednocze nie warto ci wymiaru fraktalnego 
wskazuj , i  w szeregach stóp zwrotu wyst puje silne zjawisko oscylacji 
wokó  poziomu redniego.

Statystyka WIG WIG20

rednia 39 913,83 2 389,02

Odchylenie standardowe 7 361,77 409,08

Wspó czynnik zmienno ci 18,4% 17,1%

Wymiar fraktalny 1,4218 1,4119

Tab. 3. Charakterystyki dla szeregu warto ci indeksów WIG i WIG20. ród o: obliczenia 
w asne.

Statystyka WIG WIG20

rednia –0,0165% –0,0221%

Odchylenie standardowe 1,5991% 1,9082%

Wspó czynnik zmienno ci – –

Wymiar fraktalny 1,6998 1,7088

Tab. 4. Charakterystyki dla szeregu stóp zwrotu indeksów WIG i WIG20. ród o: obliczenia 
w asne.

6. Podsumowanie

Analiza zaprezentowanych przyk adów dostarcza bardzo ciekawych infor-
macji. Mo na zauwa y  kilka prawid owo ci. Szeregi bardziej postrz pione 
maj  wy sze wymiary fraktalne od szeregów mniej postrz pionych. Szeregi 
o przewa aj cym trendzie bocznym maj  wy sze wymiary fraktalne od sze-
regów o wyra nym trendzie wzrostowym lub spadkowym. Oczywi cie te dwie 
informacje przenikaj  si  wzajemnie, gdy  na odcinku o tej samej d ugo ci 
szereg o trendzie bocznym najcz ciej jest bardziej postrz piony od szeregu 
o wyra nym trendzie, a to ze wzgl du na cz stsz  liczb  zmian w ró nych 
kierunkach. Szereg taki bardziej upodabnia si  do szeregu rozpatrywanego 
w przyk adzie l, a wi c szeregu wype niaj cego bardziej zajmowany obszar, 
a co z tym idzie do szeregu, w którym wyst puje zjawisko powrotu do 
redniej. Szeregi o wyra nym trendzie wzrostowym lub spadkowym upo-

dabniaj  si  natomiast bardziej do prostej analizowanej w przyk adzie 2, 
dlatego ich wymiary fraktalne s  mniejsze. Oczywi cie si a takiego trendu 
mo e by  ró na.

W praktyce wymiar fraktalny mo e by  traktowany jako miara ryzyka 
inwestycyjnego. Je li ryzyko zdefiniujemy jako zmienno  i przyjmiemy, e 
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wi ksza zmienno  oznacza wi ksze ryzyko, to ni sze warto ci wymiaru frak-
talnego b d  oznacza  ni sze ryzyko, a wy sze warto ci wymiaru fraktalnego 
wy sze ryzyko. Warto tak e zwróci  uwag  na fakt, i  miara ta mo e by  
z powodzeniem stosowana zarówno dla szeregów cen, jak i stóp zwrotu. 
Oczywi cie nie ma sensu porównywanie wymiaru fraktalnego szeregu cen 
i szeregu stóp zwrotu, bo wiadomo, e ten drugi w praktyce zawsze b dzie 
mia  wi kszy wymiar. Porównywa  nale y ten sam typ szeregu (albo cen 
albo stóp zwrotu) dla ró nych papierów warto ciowych. Jedn  z najwa niej-
szych zalet wymiaru fraktalnego jest jego prosta interpretacja graficzna, co 
mo e by  z powodzeniem wykorzystane nawet przez mniej do wiadczonych 
inwestorów.
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