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Ryzyko kredytowe wynika z mo liwo ci niedotrzymania warunków umowy przez kredytobiorc  i polega na 

nieotrzymaniu przez bank w ustalonym terminie p atno ci okre lonej warunkami kredytu. Ryzyko kredytowe 

najcz ciej jest uto samiane z wyst pieniem niewyp acalno ci kredytobiorcy. Jak zauwa aj  Hu i Cheng 

(2015), w literaturze przedmiotu do tej pory zbyt ma o uwagi po wi cono zdarzeniom konkuruj cym z ryzy-

kiem niewyp acalno ci i ich potencjalnemu wp ywowi na oszacowanie prawdopodobie stwa niewyp acalno ci. 

W artykule niewyp acalno  kredytobiorcy i wcze niejsza sp ata s  traktowane jako zdarzenia konkuruj ce. 

Do badania nat enia zdarze  konkuruj cych zastosowano dwa podej cia – oszacowanie intensywno ci 

zdarzenia typu c (cause-specific hazard) oraz metod  intensywno ci subrozk adu (subdistribution hazard). 

Omówiono zasady interpretacji wyników w przypadku stosowania ka dego z podej  w modelowaniu ryzyka 

kredytowego. Dla ka dego z podej  zbudowano odpowiednie modele regresyjne, przeprowadzono analiz  

wra liwo ci i porównano uzyskane wyniki. Badanie empiryczne przeprowadzono na podstawie próby 5 tys. 

60-miesi cznych kredytów udzielonych przez jedn  z instytucji kredytowych w Polsce. Do budowy modeli 

regresyjnych ryzyka niewyp acalno ci wykorzystano dane aplikacyjne kredytobiorców. 

S owa kluczowe: modele Fine-Graya, analiza wra liwo ci modeli Coxa, prawdopodobie stwo niewyp a-

calno ci, przedwczesna sp ata kredytu.

Application of Competing Risks Models to Credit Risk Assessment
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Credit risk arises from the debtor’s possible failure to meet the terms and conditions of the credit contract. 

As a result, the bank does not receive a particular payment stipulated by the contractual provisions. Credit 

risk usually equates with the credit taker’s insolvency. Hu and Cheng (2015) note the shortage of studies 

devoted to other kinds of credit risks competing with the risk of default and their influence on the evaluation 

of the probability of default. In the article, a default and an early repayment are considered to be competing 

risks. Two approaches were used to research the intensity of competing risks: evaluation of cause-specific 

hazard and sub-distribution hazard respectively. The interpretation principles within the results acquired by the 

use of either method have been discussed. For either of the approaches, proper regression models have been 

set up, alongside conducting the sensitivity analysis. The results have been duly compared. The empirical 

study employed a sample of 5000 sixty-months’ credits granted by one of the Polish financial institutions. 

Application characteristics of the credit takers have been used in regression models as covariates. 

Keywords: Fine-Gray models, sensitivity analysis of Cox models, probability of default, early repayments.
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1. Wprowadzenie

Ryzyko kredytowe wynika z mo liwo ci niedotrzymania warunków umowy 
przez kredytobiorc  i polega na nieotrzymaniu przez bank w ustalonym ter-
minie p atno ci okre lonej warunkami kredytu (Jajuga, 2004). Dla wi kszo ci 
banków stanowi ono najwi ksze ród o ryzyka (Gwizda a, 2011). Pierwsze 
modele ryzyka kredytowego powsta y ju  w latach 40. dwudziestego wieku 
(Thomas, 2000). Dynamiczny rozwój bada  naukowych w tym zakresie nast -
pi  w latach 90. m.in. za spraw  nowych technologii i dzi ki rozwojowi 
baz danych. Od pocz tku bie cego stulecia du  uwag  badaczy skupiaj  
modele prze ycia (historii zdarze ), które wnosz  do modelowania ryzyka 
kredytowego drugi wymiar. Modelowany jest nie tylko fakt realizacji ryzyka 
kredytowego, ale równie  czas, w którym si  ono zrealizuje. Narain (1992), 
a nast pnie Banasik, Crook i Thomas (1999) zaproponowali wykorzystanie 
modeli proporcjonalnego hazardu Coxa do badania ryzyka niewyp acalno ci 
kredytobiorcy. Jest to metoda analizy prze ycia najcz ciej wykorzystywana 
do badania ryzyka kredytowego w ostatniej dekadzie (Tong, Mues i Tho-
mas, 2012). Modele Coxa zastosowali m.in. Stepanova i Thomas (2002), 
którzy modelowali rozk ad niewyp acalno ci i rozk ad wcze niejszej sp aty, 
Andreeva (2006), która z wykorzystaniem modeli Coxa zbudowa a modele 
generyczne dla rynku europejskiego, czy Bellotti i Crook (2007), którzy 
wprowadzili do modelu zmienne makroekonomiczne. 

Ryzyko kredytowe jest najcz ciej uto samiane z wyst pieniem niewyp a-
calno ci kredytobiorcy. Niedotrzymanie warunków umowy kredytowej mo e 
jednak wynika  z innych przyczyn, takich jak: wcze niejsza sp ata kredytu, 
zmiana warunków umowy (np. przewalutowanie kredytu), mier  kredyto-
biorcy itp. Wszystkie te zdarzenia powoduj  zaburzenie planów finansowych 
kredytodawcy i mog  mie  negatywny wp yw na jego finanse (por. Meluch, 
2004). Jak zauwa aj  Hu i Cheng (2015), w literaturze przedmiotu do tej 
pory zbyt ma o uwagi po wi cono zdarzeniom konkuruj cym z ryzykiem 
niewyp acalno ci i ich potencjalnemu wp ywowi na oszacowanie prawdopo-
dobie stwa niewyp acalno ci. Brakuje zarówno prac, które przedstawia yby 
wyniki bada  na próbach pobranych z rzeczywistych populacji, jak i wyników 
bada  symulacyjnych (Hu i Cheng, 2015). 

Celem niniejszego artyku u jest zbadanie mo liwo ci zastosowania modeli 
zdarze  konkuruj cych do badania ryzyka niewyp acalno ci i ryzyka wcze-
niejszej sp aty kredytu. Uwag  po wi cono problemowi niezale no ci obu 

tych zdarze  i konsekwencji niespe nienia tego za o enia dla modeli ryzyka 
kredytowego budowanych z wykorzystaniem analizy prze ycia (analizy histo-
rii zdarze ). Zaproponowano wykorzystanie analizy wra liwo ci opartej na 
przedzia ach ufno ci do oceny potencjalnych konsekwencji niespe nienia 
za o enia niezale no ci. Wed ug wiedzy autorki jest to pierwsza praca empi-
ryczna prezentuj ca zastosowanie analizy wra liwo ci modeli Coxa oraz 
modelu Fine-Graya do badania ryzyka kredytowego. 
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2. Modele analizy prze ycia w badaniu niewyp acalno ci 
jako jedynego ryzyka kredytowego 

W analizie prze ycia badanym zdarzeniem b dzie niewyp acalno  
rozumiana jako okre lonej d ugo ci przeterminowanie sp aty raty. Je eli 
harmonogram sp at rat kredytu zostanie przerwany z innego powodu ni  
niewyp acalno  (np. z powodu ca kowitej wcze niejszej sp aty), to mamy 
do czynienia z obserwacj  cenzurowan . 

Niech T b dzie nieujemn  zmienn  losow  wyznaczaj c  czas trwania 
kredytu do wyst pienia niewyp acalno ci. Funkcja trwania S(t) jest zdefi-
niowana jako (Jackowska, 2013): 

 S(t) = P(T > t) (1)

i jest ona dope nieniem do jedno ci dystrybuanty rozk adu:

 F(t) = 1 – S(t). (2)

Funkcja g sto ci rozk adu mo e by  wyznaczona jako:

f(t) = 1 – 
dS(t)

, (3)
dt

natomiast funkcja intensywno ci (funkcja hazardu) wyra ona wzorem:

 (t) = lim t 0 P(t < T   t + t | T > t) / t (4)

jest graniczn  warto ci  warunkowego prawdopodobie stwa zdarzenia 
w przedziale od t do t + t, przy malej cej do zera d ugo ci przedzia u 
i pod warunkiem, e dla jednostki nie wyst pi o zdarzenie do momentu t 

(Balicki, 2006). Intensywno  mo e by  równie  wyra ona za pomoc  wzoru:

(t) = 
f(t)

. (5)
S(t)

Zachodzi wi c równo :
 

 
( ) ( ) .exptS u du

t

0
m= -: D#  (6)

Przyjmuje si , e cenzurowanie jest losowe i niezale ne od badanego 
zdarzenia (niewyp acalno ci)1. Niezale no  cenzurowania i zdarzenia 
w przypadku badania ryzyka kredytowego oznacza przyj cie za o enia, e 
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prawdopodobie stwo niewyp acalno ci kredytobiorców, którzy dokonali 
wcze niejszej sp aty, jest takie samo jak kredytobiorców, którzy sp acaj  
kredyt zgodnie z harmonogramem. W dalszej cz ci opracowania za o enie 
to b dzie okre lane w skrócie jako niezale no  zdarze .

Przy tym za o eniu prawdopodobie stwo, e niewyp acalno  wyst pi 
do momentu tm, mo e by  oszacowane za pomoc  dope nienia do jedno ci 
estymatora Kaplana-Meiera:

 
( ) ( ) ,F t S t n

n d
1 1m m

j

j j

j

m

1

= - = -
-

=

W V %
 

(7)

gdzie: 
ni – liczba czynnych kredytów bezpo rednio przed momentem tj, 
dj –  liczba kredytów, w przypadku których wyst pi a niewyp acalno  

w momencie tj (j = 1, …, m). 

Powy szy estymator wyznaczany jest dla ka dego momentu, w którym 
wyst pi o zdarzenie. Estymator Kaplana-Meiera modeluje prawdopodobie -
stwo, e niewyp acalno  nast pi po okre lonym czasie przy za o eniu, e 
jest ono jedynym mo liwym zdarzeniem ko cz cym czas trwania (szerzej: 
Wycinka, 2015a). 

Wp yw poszczególnych charakterystyk zwi zanych z kredytobiorc  oraz 
udzielonym kredytem na czas do wyst pienia niewyp acalno ci mo e by  
wyra ony za pomoc  funkcji regresji wyznaczonej dla funkcji intensywno-
ci, zdefiniowanej wzorem (4). Je eli g ównym celem analizy jest zbadanie 

wp ywu zmiennej lub zmiennych na czas trwania, to odpowiednim modelem 
jest semiparametryczny model proporcjonalnego hazardu Coxa (Hosmer, 
Lemeshow i May, 2008):

 ( ) ,( , ) ( ) t et X t e X X
0 0

i i
T

i

k

1 mm m= =b b
=
/  (8)

gdzie: 

0(t) – hazard bazowy, 
X = (X1, …, Xk) – wektor zmiennych obja niaj cych, 
 = ( 1, …, k) –  wektor wspó czynników wyznaczanych metod  najwi kszej 

cz ciowej wiarygodno ci. 

W modelach proporcjonalnego hazardu Coxa utrzymane jest za o enie 
niezale no ci cenzurowania i badanego zdarzenia.

Ze wzoru (8) na podstawie zale no ci (6) mo na oszacowa  funkcj  
trwania w zale no ci od zmiennych obja niaj cych (Kleinbaum i Klein, 2012):

 ( )( , ) .S tS t X
exp X

0
i i

i

k

1=
b

=6 @ /
 (9)
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Zmienne obja niaj ce w modelu Coxa mog  by  zarówno ilo ciowe, jak 
i jako ciowe. Zmienne jako ciowe o r wariantach wprowadza si  do modelu 
zazwyczaj jako zestaw r – 1  zmiennych zero-jedynkowych (dummy variables). 
Iloraz funkcji intensywno ci dla jednostek ró ni cych si  tylko wariantem 
zmiennej Xi (Xi = 1 wzgl dem Xi = 0) jest równy e i i jest nazywany hazardem 
wzgl dnym (hazard ratio). Oznacza on, e w ka dym momencie trwania kredytu 
ryzyko niewyp acalno ci dla kredytu z cech  Xi = 1 jest e i razy wi ksze ni  dla 
kredytu z cech  Xi = 0 (por. Hosmer i in., 2008). Przedzia  ufno ci dla hazardu 
wzgl dnego przy wspó czynniku ufno ci 95% mo na wyznaczy  ze wzoru:

 , ( ) ,exp Se1 96i i! #b b6 @  (10)

gdzie Se( i) jest odchyleniem standardowym dla estymatora parametru 
w modelu Coxa.

3. Modele zdarze  konkuruj cych w badaniu dwóch rodzajów 
ryzyka: niewyp acalno ci i wcze niejszej sp aty

3.1. Modele ryzyka kredytowego przy za o eniu niezale no ci 
zdarze konkuruj cych

Wcze niejsze zako czenie sp at kredytu z innych powodów ni  niewy-
p acalno  w niektórych portfelach kredytowych wyst puje z du ym nat e-
niem i dlatego powinno by  uwzgl dnione w procesie modelowania ryzyka 
kredytowego. Zdarzenia powoduj ce wcze niejsze zako czenie sp at mog  
by  modelowane jako zdarzenia konkuruj ce z zastosowaniem odpowied-
nich miar i modeli analizy prze ycia. W dalszej cz ci artyku u jako jedyne 
zdarzenie konkuruj ce w stosunku do niewyp acalno ci b dzie uwa ana ca -
kowita wcze niejsza sp ata kredytu. Rozwa ania mo na jednak uogólni  na 
wi ksz  liczb  zdarze  konkuruj cych.

Przyjmijmy, e sp aty rat kredytu mog  si  zako czy  wcze niej z jed-
nej z dwóch niezale nych przyczyn: niewyp acalno ci i ca kowitej sp aty. 
Analizowane b dzie ryzyko niewyp acalno ci, ale z uwzgl dnieniem ryzyka 
ca kowitej sp aty. 

Niech Tc b dzie czasem trwania do wyst pienia zdarzenia c. Funkcj  
intensywno ci dla zdarzenia c (cause-specific hazard function) mo na zapisa  
jako (Kleinbaum i Klein, 2012):

 c(t) = lim t 0 P(t  Tc < t + t | Tc  t) / t (11)

i wyra a ona chwilow  intensywno  wyst pienia zdarzenia c w momencie 
t pod warunkiem, e jednostka nie dozna a zdarzenia c do momentu t. 
Model proporcjonalnego hazardu Coxa dla intensywno ci zdarzenia c mo na 
zapisa  jako:
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 ( , ) ( )t X t ec c
cX

0

T

m m= b

 (12)

oraz 

 
( , ) ( ) .expS t X u duc c

t

0
m= -a k#  (13)

Tak zdefiniowany model mo e by  osobno skonstruowany dla ka dego 
ze zdarze  (ryzyka niewyp acalno ci i ca kowitej sp aty). Pozwala on na 
oddzielne oszacowanie wp ywu predyktorów na ka de ze zdarze , a tak e 
umo liwia wykorzystanie ró nych zbiorów zmiennych obja niaj cych w ka -
dym z modeli. Parametry modelu s  interpretowane w taki sam sposób 
jak w modelach bez zdarze  konkuruj cych. Parametry ka dego z modeli 
interpretuje si  jako efekty w sytuacji, gdy zdarzenie konkuruj ce nie istnieje 
(zosta o wyeliminowane) (Pintilie, 2011). 

Stepanowa i Thomas (2002) jako pierwsi zwrócili uwag  na koniecz-
no  odr bnego modelowania ryzyka niewyp acalno ci i ryzyka wcze niej-
szej sp aty, a nawet odr bnej kategoryzacji predyktorów do obu modeli 
(Stepanowa i Thomas, 2002). Modele Coxa budowane osobno dla ryzyka 
niewyp acalno ci i ryzyka wcze niejszej sp aty opiera y si  wi c na za o eniu 
niezale no ci tych zdarze , mimo e autorzy tej kwestii nie poruszyli. 

Modyfikacj  modelu Coxa dla zdarze  konkuruj cych pozwalaj c  na 
zbudowanie jednego modelu dla wszystkich zdarze , zamiast osobnych 
modeli dla ka dego ze zdarze , jest metoda zaproponowana przez Lunna 
i McNeila (1995) (szerzej: Kleinbaum i Klein, 2012). Model Lunna-McNe-
ila daje takie same oszacowania intensywno ci jak oddzielne modele Coxa 
dlatego nie b dzie w tym artykule szerzej omawiany.

W modelach Coxa dla zdarze  konkuruj cych utrzymane jest wci  za o-
enie niezale no ci cenzurowania, które zosta o tutaj dodatkowo rozszerzone 

na zdarzenie konkuruj ce. Oznacza ono, e prawdopodobie stwo cenzuro-
wania dowolnej jednostki i w momencie t nie zale y od prawdopodobie -
stwa wyst pienia któregokolwiek zdarzenia w tym momencie (Kleinbaum 
i Klein, 2012). W ryzyku kredytowym oznacza oby to przyj cie za o enia, 
e w przypadku kredytów ca kowicie sp aconych w momencie t by oby 

takie samo prawdopodobie stwo niewyp acalno ci kredytobiorcy w kolej-
nych momentach, jak kredytobiorców, których kredyty pozosta y czynne 
i s  dalej nara one na ryzyko niesp acania. 

Niespe nienie za o enia niezale no ci zdarze  w modelu hazardu Coxa 
dla zdarzenia c mo e prowadzi  do obci enia oszacowania funkcji trwania. 
W ryzyku kredytowym, je eli dla jednostek cenzurowanych jest ni sze ryzyko 
niewyp acalno ci ni  dla pozostaj cych w portfelu kredytów czynnych, to esty-
mator Ŝc(t) b dzie niedoszacowywa  rzeczywist  funkcj  trwania (porównaj: 
Pintilie, 2011). Sytuacja taka mo e wyst pi , gdy sp ata nast puje z w asnych 
zasobów finansowych kredytobiorcy. Kolejn  wad  stosowania tego podej cia 
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jest to, e mimo i  funkcja intensywno ci zdarzenia c okre lona wzorem (11) 
jest interpretowalna, to oszacowana za jej pomoc  warto   Ŝc(t) nie mo e 
by  interpretowana jako prawdopodobie stwo zdarzenia (Wycinka, 2015a).

Za o enie niezale no ci zdarze  nie mo e by  w praktyce zweryfikowane, 
gdy  wymaga oby to znajomo ci rozk adów czasu trwania do wyst pienia 
ka dego ze zdarze  konkuruj cych i rozk adu czasu cenzurowania (Pinti-
lie, 2006). Oznacza oby to w analizie ryzyka kredytowego, e dla ka dego 
kredytu wyst pi yby (w dowolnej kolejno ci): niewyp acalno , wcze niejsza 
sp ata i cenzurowanie. Wyst pienie jednego z tych zdarze  uniemo liwia 
wyst pienie kolejnych. Znany jest wi c tylko czas do wyst pienia pierwszego 
ze zdarze , a czny rozk ad czasu trwania nie jest znany. 

Kleinbaum i Klein (2012) proponuj , by w przypadku merytorycznych 
w tpliwo ci, czy zdarzenia s  niezale ne, wykorzysta  analiz  wra liwo ci 
(sensitivity analysis) modeli Coxa, która bada mo liwe ekstremalne odchyle-
nia oszacowa  modelu w przypadku niespe nienia za o enia niezale no ci. 
Trzeba mie  jednak na uwadze to, e s  to mo liwe maksymalne b dy, 
a nie rzeczywiste b dy (Kleinbaum i Klein, 2012). 

Analiza wra liwo ci polega na zbudowaniu trzech modeli Coxa z tym 
samym zestawem predyktorów, w nast puj cy sposób:
– model badany – przyjmuje si  za o enie niezale no ci zdarze , mod-

elowane jest badane zdarzenie (osobno niewyp acalno  i wcze niejsza 
sp ata), a realizacje zdarzenia konkuruj cego traktowane s  jako obser-
wacje cenzurowane;

– model ekstremalny I – zdarzenie badane i konkuruj ce s  traktowane 
jednakowo i podlegaj  równocze nie modelowaniu;

– model ekstremalny II – modelowane jest badane zdarzenie, a jednost-
kom, które dozna y zdarzenia konkuruj cego, przypisuje si  najd u szy 
czas trwania obserwowany w próbie i zalicza si  je do obserwacji cen-
zurowanych.
Nast pnie dla ka dego z predyktorów porównywane s  oszacowania 

parametrów lub hazardów wzgl dnych z tych trzech modeli. Warto  osza-
cowania dla modelu badanego, która nie le y w przedziale wyznaczonym 
przez oszacowania dla modeli ekstremalnych, mo e wiadczy  o poten-
cjalnym b dzie pope nianym przy ocenie efektu z powodu nieprawid owo 
przyj tego za o enia o niezale no ci (Kleinbaum i Klein, 2012). Powy sza 
metoda, opisana przez Kleinbauma i Kleina (2012), wykorzystuje jedynie 
oszacowania punktowe parametrów modeli, pomijaj c b dy oszacowa . 
Dlatego w niniejszym opracowaniu zaproponowano, by analiz  wra liwo ci 
przeprowadza  na podstawie porówna  przedzia ów ufno ci zbudowanych 
wed ug wzoru (10) dla modelu badanego i modeli ekstremalnych. Roz cz-
no  przedzia u dla modelu badanego i którego  z modeli ekstremalnych 
mo e wskazywa  na istotne ró nice w interpretacji wp ywu poszczególnych 
predyktorów na ryzyko i wiadczy  o tym, e w rzeczywisto ci za o enie 
niezale no ci zdarze  nie jest spe nione. Przy interpretacji wyników analizy 
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wra liwo ci nale y jednak zachowa  ostro no  wobec tych zmiennych, dla 
których przedzia y istotno ci hazardu wzgl dnego dla modeli ekstremalnych 
zawieraj  warto  1. Je li oszacowania parametrów modeli ekstremalnych 
nie s  statystycznie istotne, nie mo na stwierdzi , czy faktycznie pokrywaj  
b d  nie przedzia y ufno ci dla badanego modelu.

3.2 Modele ryzyka kredytowego niewymagaj ce spe nienia za o enia 
niezale no ci zdarze  konkuruj cych 

Jak argumentowano powy ej, za o enie niezale no ci zdarze  konkuru-
j cych mo e by  niespe nione w przypadku ryzyka kredytowego. Alterna-
tywnym sposobem badania wp ywu predyktorów na analizowane zdarzenie 
z uwzgl dnieniem wp ywu zdarze  konkuruj cych jest wyznaczanie funkcji 
hazardu subrozk adu (subdistribution hazard lub hazard function of subdi-

stribution) (Hu i Cheng, 2015), a nast pnie oszacowanie modelu regresji 
dla tej funkcji (model Fine-Graya).

Niech (T, C) b dzie dwuwymiarow  zmienn  losow  tak , e T > 0 jest 
czasem do wyst pienia pierwszego zdarzenia, a C jest rodzajem zdarzenia 
(C  {1, …, p}). Funkcja subdystrybuanty (cumulative incidence function, CIF 
lub subdistribution) jest definiowana jako:

 Fc(t) = P(T   t, C = c)  (14)

i wyra a prawdopodobie stwo, e zdarzenie c wyst pi do czasu t(Pintilie, 
2006; Wycinka, 2015a).

Funkcja hazardu subrozk adu zdefiniowana zosta a przez Graya (1988) jako: 

 *
c(t) = lim t 0 P(t  T < t + t, C = c| T   t  (T  t  C  c)) / t (15)

i mo e by  interpretowana jako prawdopodobie stwo wyst pienia zda-
rzenia i w przedziale czasu t, pod warunkiem, e jednostka nie dozna a 
wcze niej zdarzenia c b d  dozna a wcze niej zdarzenia konkuruj cego 
(Pintilie, 2006, s. 71).

Fine i Gray (1999) zmodyfikowali model Coxa dla przypadku zdarze  
konkuruj cych. Jednostki, które dozna y zdarzenia konkuruj cego, s  ujmo-
wane w modelu w kolejnych okresach, ale z malej cymi wagami. W rezulta-
cie modelowana jest funkcja hazardu subrozk adu (wzór 15), a nie funkcja 
hazardu zdarzenia c (wzór 11).

Model Fine-Graya mo na zapisa  jako: 

 ( , ) ( ) ,t X t e* * X
0

T

m m= b  (16)

gdzie:
* – hazard subrozk adu, 

0
* – hazard bazowy subrozk adu.
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Wyniki estymacji modelu Fina-Graya pokazuj  rzeczywiste ró nice w zna-
czeniu hazardu wzgl dnego subrozk adu pomi dzy jednostkami o ustalonych 
wariantach predyktorów (Pintilie, 2011). 

3.3. Budowa modeli regresyjnych dla zdarze  konkuruj cych

Do budowy modeli regresji ryzyka niewyp acalno ci (modeli skoringo-
wych) najcz ciej wykorzystuje si  dane aplikacyjne kredytobiorców (tzn. 
dane pochodz ce z wniosków kredytowych), takie jak wielko  kredytu i raty, 
cel kredytu, wiek kredytobiorcy, jego wykszta cenie czy sytuacja maj tkowa 
(por. Banasik, Crook i Thomas, 1999; Andreeva, 2006). Zmienne te mog  
by  zarówno ilo ciowe, jak i jako ciowe. Na amach literatury przedmiotu 
toczy si  od wielu lat dyskusja o zaletach i wadach kategoryzowania zmien-
nych ilo ciowych w modelach regresji (Sauerbrei i Royston, 2010; Williams, 
Mandrekar, Mandrekar, Cha i Furth, 2006). Jednak ze wzgl du na prak-
tyk  budowy modeli skoringowych, w których wykorzystuje si  najcz ciej 
zmienne skategoryzowane, w niniejszym badaniu wszystkie zmienne, w tym 
ilo ciowe, zosta y skategoryzowane. Do kategoryzacji zmiennych wyko-
rzystano metod  porówna  krzywych Kaplana-Meiera zaproponowan  
przez autork  we wcze niejszym badaniu (Wycinka, 2015b). Dla ka dej ze 
zmiennych wielodzielnych o r wariantach tworzonych jest r – 1 zmiennych  
binarnych. 

Istnieje wiele algorytmów doboru zmiennych do modelu. W badaniu 
dobór zmiennych do modelu przeprowadzono wed ug procedury zapropono-
wanej przez Hosmera, Lemeshowa i May (2008). W pierwszym kroku zbu-
dowano jednoczynnikowe modele Coxa dla ka dego z predyktorów osobno. 
Hosmer zaleca, by do dalszej analizy wzi  te zmienne, dla których modele 
jednoczynnikowe s  istotne co najmniej na poziomie istotno ci 0,2 (Hosmer, 
Lemeshow i May, 2008). Z udzia em tak wybranych predyktorów budowany 
jest model pe ny. Nast pnie, pos uguj c si  procedur  wstecznej eliminacji 
(backward elimination), usuwa si  z niego kolejno zmienne o najwy szym 
p-value (dla statystyki Walda) tak d ugo, a  wszystkie zmienne pozosta-
wione w modelu s  statystycznie istotne (Núñez, Steyerberg i Núñez, 2011). 
W przypadku zmiennych, dla których tylko cz  z wyodr bnionych we 
wst pnej analizie wariantów jest nieistotna, warianty te czy si  z tzw. grup  
odniesienia, czyli tym wariantem zmiennej, który nie jest w modelu uj ty.

Kolejnym rozwa anym problemem jest relacja liczby zmiennych obja-
niaj cych do wielko ci próby. W analizie prze ycia wielko  próby nie jest 

mierzona liczb  jednostek, ale liczb  obserwacji niecenzurowanych (Hosmer 
i in., 2008). Dla ka dego ze zdarze  konkuruj cych mo e to by  wi c inna 
wielko , je li udzia  jednostek w próbie, które dozna y poszczególnych 
rodzajów zdarze , jest ró ny. Jak wykazali w badaniach symulacyjnych 
Peduzzi, Concato, Feinstein i Holford (1995), w analizie prze ycia na jedn  
zmienn  obja niaj c  powinno przypada  nie mniej ni  10 jednostek. Liczba 
zmiennych w modelu jest wi c ograniczona liczb  zdarze  w próbie. 
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4. Charakterystyka próby i wyniki bada  empirycznych

Badanie empiryczne przeprowadzono na podstawie próby 5 tys. 60-mie-
si cznych kredytów udzielonych osobom fizycznym przez jedn  z instytucji 
kredytowych w Polsce. Ka dy kredyt by  obserwowany przez okres pierwszych 
24 miesi cy trwania. Niewyp acalno  (default) zosta a zdefiniowana jako 
co najmniej 90-dniowe przeterminowanie sp aty raty. Wcze niejsza sp ata 
oznacza a sp at  pozosta ych zobowi za  wobec banku wraz z ostatni  sp a-
can  regularnie rat  i zamkni cie kredytu. W próbie badanych kredytów 
nie wyst pi y inne zdarzenia powoduj ce przerwanie harmonogramu sp at. 
Dla kredytów, dla których do 24 miesi ca nie wyst pi o 90-dniowe przeter-
minowanie lub wcze niejsza sp ata, przyj to w badaniu, e s  obserwacjami 
cenzurowanymi w 24. miesi cu. W badanym okresie 90-dniowe przetermi-
nowanie w sp acie kredytu wyst pi o co najmniej jeden raz w 297 umo-
wach (5,9%). Wcze niej sp aconych zosta o 2429 umów (48,58%). Pozosta e 
2274 umowy (45,5%) by y czynne w 24. miesi cu i nie wyst pi o do tego 
czasu przeterminowanie 90-dniowe. 

Zestaw potencjalnych predyktorów ryzyka stanowi  zbiór 15 zmiennych. 
Zmienne, na danie instytucji udost pniaj cej dane, zosta y zanonimizo-
wane, jak równie  zakodowano nazwy zmiennych za pomoc  liter X z kolej-
nymi indeksami. Zmienne zosta y skategoryzowane i nast pnie podzielone 
na zmienne dychotomiczne wed ug procedury opisanej w punkcie 3.3. Na 
podstawie jednoczynnikowych modeli Coxa, szacowanych dla ka dego z pre-
dyktorów osobno, wyodr bniono 18 zmiennych dychotomicznych, które by y 
statystycznie istotnymi predyktorami niewyp acalno ci. Przyjmuj c za o enie 
niezale no ci ryzyka niewyp acalno ci i wcze niejszej sp aty, tak wyodr b-
nione zmienne wykorzystano do budowy modelu pe nego dla ryzyka nie-
wyp acalno ci (model 1), w którym wyst pienie wcze niejszej sp aty jest 
zaliczane do obserwacji cenzurowanych. W analogiczny sposób zbudowano 
model pe ny dla wcze niejszej sp aty, gdzie wyst pienie niewyp acalno ci jest 
zaliczane do obserwacji cenzurowanych (model 3). Wyniki przedstawiono 
w tabeli 1. 

Nast pnie metod  eliminacji wstecznej zredukowano ka dy z modeli 
pe nych do modelu ze wszystkimi zmiennymi obja niaj cymi istotnymi na 
poziomie  = 0,05 (odpowiednio modele 2 i 4). Dwana cie zmiennych zero-
jedynkowych okaza o si  istotnymi predyktorami niewyp acalno ci w modelu 
wieloczynnikowym (model 2), a jedena cie zmiennych w wieloczynnikowym 
modelu wcze niejszej sp aty (model 5). Prawie po owa zmiennych obja-
niaj cych w modelu Coxa dla niewyp acalno ci (model 2) nie znalaz a si  

w modelu Coxa dla wcze niejszej sp aty (model 5), a jednocze nie trzy ze 
zmiennych w modelu 5 nie znalaz y si  w modelu 2. Warto ci oszacowa  
intensywno ci w obu tych modelach nie mog  by  bezpo rednio porówny-
wane ze wzgl du na to, e modele zawieraj  ró ni ce si  zestawy predyk-
torów. Aby oceni , czy zmienne, które s  zarówno predyktorami ryzyka 
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Zmienne
obja niaj ce

Modele Coxa dla ryzyka 
niewyp acalno ci

Modele Coxa dla ryzyka 
wcze niejszej sp aty

Modele Fine-Graya dla ryzyka 
niewyp acalno ci

Modele Fine-Graya dla ryzyka 
wcze niejszej sp aty

Model 1 Model 2 Model 3 Model 4 Model 5 Model 6 Model 7 Model 8 Model 9 Model 10 Model 11

X3 1,036 . 0,885* . 0,868* 1,100 . . 0,883* . 0,870*

X9 0,658* 0,642* 1,068 1,119 . 0,627* 0,602* 0,560* 1,105 1,158 .

X11 1,141 . 0,816* . 0,829* 1,252 . . 0,812* . 0,808*

X12 1,486* 1,494* 1,043 1,021 . 1,477* 1,508* 1,507* 1,019 0,997* .

X13 1,570* 1,597* 1,008 0,968 . 1,582* 1,617* 1,667* 0,993 0,953* .

X14 1,393 . 0,932 . . 1,506 . 1,604* 0,918 . .

X1_2 0,934 . 1,056 . . 0,924 . . 1,052 . .

X1_3 0,731 . 0,601* . 0,779* 0,752 . . 0,597* . 0,575*

X2_2 0,547* 0,547* 0,809 0,806 0,761* 0,638 0,648 . 0,841 0,840 .

X2_3 0,610 0,481* 1,443 0,826 . 0,680 0,568 . 1,525 0,870 1,823*

X4_2 2,274* 2,263* 1,283* 1,281* 1,314* 2,043* 2,006* 2,063* 1,184* 1,182 1,181*

X4_6 0,397* 0,400* 0,973 0,965 . 0,400* 0,406* 0,404* 1,011 1,002* .

X5_2 0,765 . 1,346* . 1,351* 0,638* . 0,589* 1,385* . 1,383*

X5_3 0,554* 0,639* 1,281* 1,037 1,262* 0,491* 0,629* 0,484* 1,331* 1,059* 1,312*

X6_2 1,832* 1,958* 1,191* 1,107 1,192* 1,681* 1,851* 1,619* 1,151* 1,065 1,152*

X6_3 1,268 1,405* 1,286* 1,202* 1,255* 1,151 1,322 . 1,272* 1,186* 1,235*

X10_2 0,641* 0,615* 0,837* 0,904 0,861* 0,670* 0,635* 0,576* 0,851* 0,918 0,841*

X10_3+4 0,621* 0,554* 0,730* 0,868* 0,757* 0,668 0,569* 0,510* 0,743* 0,884 0,737*

(*) Istotno  na poziomie 0,05; (.) zmienne nieuj te w modelu.

Tab. 1. Warto ci hazardu wzgl dnego dla modeli Coxa oraz Fine-Graya oszacowanych dla ryzyka niewyp acalno ci oraz ryzyka wcze niejszej sp aty. 
ród o: opracowanie w asne na podstawie badania empirycznego. 
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niewyp acalno ci, jak i wcze niejszej sp aty, w taki sam sposób wp ywaj  na 
oba zdarzenia, zbudowano model Coxa dla wcze niejszej sp aty (model 4) 
z predyktorami, które wcze niej zosta y wybrane do modelu 2. W modelu 
tym wi kszo  z predyktorów niewyp acalno ci okaza a si  nieistotnymi 
predyktorami wcze niejszej sp aty, a te zmienne, które w obu modelach 
by y istotne (X4_2; X6_3; X10_3+4), ró ni y si  oszacowaniami hazardów 
wzgl dnych. Potwierdza to wnioski z wcze niejszych bada , e oba rodzaje 
ryzyka powinny by  modelowane oddzielnie przy wykorzystaniu innego 
zestawu predyktorów.

W nast pnym kroku zweryfikowano za o enie niezale no ci niewyp a-
calno ci i wcze niejszej sp aty za pomoc  analizy wra liwo ci. 

Rysunek 1 przedstawia oszacowania hazardów wzgl dnych dla modelu 2 
i zbudowanych dla niego modeli ekstremalnych wed ug metody opisanej 
w podpunkcie 3.2. Dla wi kszo ci zmiennych oszacowanie punktowe hazardu 
wzgl dnego w modelu badanym (model 2) le y poza przedzia em wyzna-
czonym przez oszacowania hazardów wzgl dnych w modelach ekstremal-
nych (poza X9, X12, X13, X5_3). Dla tych zmiennych istnieje zagro enie 
b dnej interpretacji wp ywu poszczególnych zmiennych obja niaj cych na 
ryzyko niewyp acalno ci, je li przedwczesna sp ata b dzie traktowana jako 
zdarzenie niezale ne. 

Dla wi kszo ci zmiennych (poza X4_2 i X4_6) odleg o ci mi dzy 
oszacowaniami hazardu wzgl dnego w modelu badanym i modelach s  
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Rys. 1. Analiza wra liwo ci modelu Coxa dla ryzyka niewyp acalno ci (model 2). ród o: 
opracowanie w asne na podstawie badania empirycznego.
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nieznaczne, co mo e sugerowa , e po uwzgl dnieniu rozproszenia esty-
matorów ró nice te nie b d  statystycznie istotne. Dlatego w nast pnym 
kroku przeprowadzono zmodyfikowan  analiz  wra liwo ci wed ug pro-
pozycji autorki (95% przedzia y ufno ci dla oszacowa  hazardu wzgl d-
nego). Z rysunku 2 wynika, e brak spe nienia za o enia niezale no ci nie 
wp ywa istotnie na interpretacje hazardu wzgl dnego dla zmiennych X22, 
X23, X63, X102, X10_3+4. Jest to wi c inny zestaw predyktorów ni  ten 
wskazany na rysunku 1. Ponadto dla wi kszo ci zmiennych przedzia y ufno ci 
modelu badanego pokrywaj  si  z przedzia ami dla modelu ekstremalnego 
II, a nie pokrywaj  si  z przedzia ami dla modelu ekstremalnego I. Model 
ekstremalny I zak ada, e kredyty przedwcze nie sp acone s  obci one 
wysokim ryzykiem niewyp acalno ci, czyli kredytobiorca mia  problemy ze 
sp at  zobowi za  i dlatego refinansowa  kredyt. Przedwczesna sp ata zapo-
bieg aby gro cej niewyp acalno ci. Natomiast model ekstremalny II przyj-
muje za o enie, e przedwczesnych sp at dokonuj  kredytobiorcy w dobrej 
sytuacji finansowej nienara eni na ryzyko niewyp acalno ci. Zgodno  osza-
cowa  analizowanego modelu Coxa (model 2) z modelem ekstremalnym II 
sugeruje, e w portfelu kredytów, z którego by a wygenerowana próba, 
wcze niejsze sp aty by y dokonywane przez kredytobiorców niezagro o-
nych ryzykiem niewyp acalno ci. Wniosek ten jest zgodny z obserwacjami 
kredytodawcy. 

model Coxa (model 2)
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Rys. 2. Przedzia y ufno ci hazardu wzgl dnego w analizie wra liwo ci modelu Coxa dla 
ryzyka niewyp acalno ci (model 2). ród o: opracowanie w asne na podstawie badania 
empirycznego. 
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Przedzia y ufno ci dla modelu ekstremalnego I s  znacznie w sze ni  
przedzia y ufno ci dla modelu badanego i modelu ekstremalnego. Wynika 
to z tego, e w modelu ekstremalnym I zdarzenie konkuruj ce jest trakto-
wane jak zdarzenie badane, co spowodowa o zwi kszenie liczby obserwacji 
niecenzurowanych z 297 do 2726. 

Interesuj c  anomali  odnotowano dla zmiennych X4_2 oraz X4_6, które 
s  zmiennymi dychotomicznymi utworzonymi z jednej zmiennej wielodzielnej 
o trzech wariantach. Oszacowania hazardu wzgl dnego w obu modelach 
ekstremalnych wskazuj  na przeciwny kierunek wp ywu tych zmiennych, 
ni  ma to miejsce w przypadku modelu badanego (model 2). Zmienna X4 
i zasadno  jej wykorzystania w modelu oceny ryzyka niewyp acalno ci 
powinny zosta  przeanalizowane przez kredytodawc . 

Ze wzgl du na to, e analiza wra liwo ci modelu niewyp acalno ci wska-
zuje na mo liwe niespe nienie za o enia niezale no ci ryzyka niewyp acal-
no ci i ryzyka wcze niejszej sp aty, oszacowano parametry modelu Fine-
Graya dla ryzyka niewyp acalno ci. Tak jak w przypadku modeli Coxa, dla 
ryzyka niewyp acalno ci zbudowany zosta  model ze wszystkimi zmiennymi 
(model 6), a nast pnie utworzony z niego metod  eliminacji wstecznej model 
tylko z istotnymi predyktorami (model 8). Model ten zawiera inny zestaw 
predyktorów ni  analogiczny model Coxa (model 2). W celu mo liwo ci 
porównania oszacowa  modelu 2 Coxa z oszacowaniami modelu Graya 
zosta  zbudowany model 7 z zestawem parametrów, które by y wykorzy-
stane w modelu 2. W modelu tym cz  ze zmiennych jest statystycznie 
nieistotna i wszystkie oszacowania hazardów wzgl dnych ró ni  si  nie-
znacznie od odpowiednich oszacowa  w modelu Coxa. Ró nice te doty-
cz  jednak tylko nat enia wp ywu predyktorów na ryzyko, a nie kierunku 
oddzia ywania.

Tak  sam  metod  post powania zastosowano dla modeli Graya dla 
ryzyka wcze niejszej sp aty (tabela 1). W pierwszej kolejno ci zbudowany 
zosta  model pe ny (model 9), a nast pnie metod  eliminacji wstecznej 
model 11. Natomiast model 10 zawiera zestaw predyktorów taki, jaki by  
wykorzystany w modelach 2, 4 oraz 7. Oszacowania hazardów wzgl dnych 
modeli 2, 4 oraz 7 mog  by  bezpo rednio porównywane. Tak samo jak 
zaobserwowano w przypadku ryzyka niewyp acalno ci, w modelu Graya dla 
ryzyka wcze niejszej sp aty wyst pi y zmiany w zestawie predyktorów wzgl -
dem modelu Coxa (model 5 i model 11). Nieznaczne ró nice wyst puj  te  
w oszacowaniach hazardów wzgl dnych w obu modelach. Mniejsze ró nice 
w oszacowaniach hazardów wzgl dnych w modelach dla ryzyka wcze niejszej 
sp aty wzgl dem modeli dla niewyp acalno ci wynikaj  z ró nic w liczbie 
obu zdarze , a przez to faktycznej liczbie jednostek wykorzystanych przy 
szacowaniu parametrów modelu (297 niewyp acalno ci wzgl dem 2429 wcze-
niejszych sp at). 
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5. Podsumowanie

Ró nice miedzy oszacowaniami modelu Coxa i modelu Fine-Graya nie 
s  du e, jednak zastosowanie procedury eliminacji wstecznej doprowadzi o 
ostatecznie do innych zestawów zmiennych w analogicznych modelach 
(modele 2 i 8 oraz modele 5 i 11). Mo e to prowadzi  do ró nic w klasy-
fikacji kredytobiorców wed ug ryzyka niewyp acalno ci i ryzyka wcze niejszej 
sp aty przeprowadzonych za pomoc  modelu Coxa i modelu Fine-Graya.

Interpretuj c oszacowania hazardu wzgl dnego dla poszczególnych 
modeli, trzeba mie  na uwadze to, e hazard wzgl dny w modelu Coxa dla 
niewyp acalno ci (modele 1 i 2) pokazuje ilukrotnie kredytobiorca z danym 
wariantem zmiennej jest bardziej nara ony na ryzyko niewyp acalno ci ni  
kredytobiorca nieposiadaj cy tego wariantu (ceteris paribus) przy za o eniu, 
e ryzyko wcze niejszej sp aty nie wyst puje. Natomiast modele Fine-Graya 

(modele 6–8) pokazuj  ryzyko niewyp acalno ci, bior c pod uwag  towarzy-
sz ce ryzyko wcze niejszej sp aty. Model Coxa b dzie wi c odpowiedni do 
oceny ryzyka niewyp acalno ci w portfelach, w których mo liwo  wcze niej-
szej sp aty zostanie ograniczona przez kredytodawc , natomiast w portfelach 
nara onych na ryzyko wcze niejszej sp aty bardziej prawid owe oszacowania 
daje model Fine-Graya. 

Analiza wra liwo ci modelu Coxa z wykorzystaniem przedzia ów ufno ci 
pozwoli a na ocen , czy za o enie niezale no ci zdarze  jest spe nione, oraz 
sformu owanie hipotezy odno nie ryzyka niewyp acalno ci dla kredytobior-
ców, którzy dokonali wcze niejszej sp aty kredytu. 

Modele Coxa i modele Fine-Graya mog  by  u ytecznym narz dziem 
w analizie ryzyka kredytowego. Jak pokaza y wyniki przeprowadzonego 
badania empirycznego, modele te umo liwiaj  identyfikacj  cech kredytów 
i kredytobiorców podatnych na poszczególne rodzaje ryzyka kredytowego 
w okre lonym czasie. 

Przypisy

1  Poj cia losowo ci cenzurowania, niezale no ci cenzurowania oraz nieinformacyjno ci 
cenzurowania s  cz sto uto samiane, dlatego e cz sto wszystkie trzy za o enia s  
jednocze nie spe nione, nie s  to jednak poj cia równoznaczne. Kleinbaum i Klein 
(2012) podkre laj  ró nice mi dzy tymi poj ciami i zwracaj  uwag  na konieczno  
prawid owego ich rozró niania.
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