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W artykule przedstawiono propozycje modelowania kursow walutowych z zastosowaniem cen minimalnych
i maksymalnych, ktora prowadzi do lepszego opisu zaleznosci na rynku walutowym. Konstruowane na
podstawie zaproponowanego wielorownaniowego modelu GARCH prognozy kowariancji stop zwrotu sg
trafniejsze niz prognozy konstruowane na podstawie wytacznie cen zamknigcia. Wielorownaniowe modele
GARCH nalezg do najbardziej popularnych modeli opisujacych finansowe szeregi czasowe. Przedstawiona
propozycja modelu nie wymaga pozyskania dodatkowych danych, poniewaz dzienne ceny minimalne
i maksymalne sg na ogot dostepne rownolegle z cenami zamknigcia, co jest wazne z punktu widzenia
aplikacji modelu na rynku Forex.
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The article presents a proposal for exchange rate modelling by means of minimum and maximum prices
that enables a better description of dependencies in the foreign exchange market. Forecasts of return
rate covariance based on the proposed multiple-equation GARCH model are more accurate than those
produced solely on the basis of closing prices. Multiple-equation GARCH models are among the most
popular models describing financial time series. The proposed model does not require additional data
because daily minimum and maximum prices are generally available together with closing prices, which
is important from the point of view of the application of the model in the Forex market.
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1. Wprowadzenie

W analizie finansowych szeregdw czasowych wykorzystywane sg na ogot
ceny zamknigcia instrumentow finansowych, tymczasem w og6lnie dostep-
nych bazach danych znajdujg si¢ najczeSciej rowniez ceny minimalne i mak-
symalne, ktére mogag dostarczy¢ wielu cennych informacji o ksztattowaniu
si¢ proceséw finansowych. WartoSci minimalne i maksymalne byly duzo
weczesniej stosowane w takich dziedzinach jak meteorologia (np. do opisu
warunkow termicznych), hydrologia (np. do opisu poziomu wody), sozologia
(np. do opisu st¢zen zanieczyszczen powietrza), energetyka (np. do okre-
§lenia zapotrzebowania na moc), inzynieria (np. do kontroli jakoSci). Za
jedno z pierwszych zastosowan w finansach mozna uznaé pracg Mandelbrota
(1971), w ktorej zakres cen, czyli réznic¢ miedzy ceng maksymalng a mini-
malng wykorzystano do badania wyst¢powania diugoterminowych zalezno-
Sci w cenach aktywow finansowych. Ceny minimalne i maksymalne fgcznie
z cenami otwarcia i zamkni¢cia byly od dawna stosowane w analizie tech-
nicznej. Ceny minimalne i maksymalne wykorzystywane sg przez inwestoréw
migdzy innymi do: prognozowania cen na rynkach finansowych na podstawie
analizy Swiec japoniskich (metoda rozwini¢ta w XIX w. w Japonii, zob. Nison,
1991), pomiaru zmiennos$ci (Wilder, 1978; wprowadzil pojecie prawdziwego
zakresu zmian jako miary zmienno$ci, natomiast Taylor (1987) pokazal,
ze, wykorzystujac ceny minimalne i maksymalne do konstrukcji $rednich
ruchomych, mozna uzyska¢ trafniejsze prognozy zmiennoSci), pomiaru sily
trendu za pomoca wskaznikow ruchu kierunkowego (Wilder, 1978).

Szersze wykorzystanie cen minimalnych i maksymalnych w pracach
naukowych wystapito w latach 80. XX wieku. Parkinson (1980) jako pierw-
szy sformutowat estymator wariancji konstruowany na podstawie cen mini-
malnych i maksymalnych. Dane takie moga by¢ rowniez zastosowane do
analizy przedzialow okre§lonych przez cen¢ minimalng i maksymalng (zob.
np. Arroyo, Gonzdlez-Rivera, Maté, 2010; Maia, de Carvalho, 2011), ktore
mozna wykorzysta¢ do pomiaru i modelowania zmiennosci.

Stosowane w praktyce modele zmiennoSci instrumentéw finansowych
w przewazajacej czeSci konstruowane sa wylacznie na podstawie cen
zamkni¢cia. Tymczasem wykorzystanie informacji o cenach minimalnych
i maksymalnych moze prowadzi¢ do znacznie doktadniejszych szacun-
kéw zmiennoSci. Wyniki badan empirycznych i symulacyjnych wskazuja,
ze estymatory wariancji konstruowane na podstawie cen otwarcia, mini-
malnych, maksymalnych i zamknigcia s od ponad pigciu do nawet ponad
siedmiu razy efektywniejsze niz estymatory konstruowane tylko na cenach
zamknigcia (zob. np. Garman, Klass, 1980; Parkinson, 1980; Rogers,
Satchell, 1991).

Pomimo dobrych wtasnoSci statystycznych estymatory te nie znalazly
jednak powszechnego zastosowania w badaniach empirycznych z uwagi na
pomijanie dynamicznych zaleznoSci dotyczacych wariancji. W ostatnich kil-
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kunastu latach powstato wiele dynamicznych modeli konstruowanych na
podstawie zakresu cen (zob. np. Alizadeh, Brandt, Diebold, 2002; Mapa,
2003; Chou, 2005; Brandt, Jones, 2006). Wszystkie cytowane prace dotycza
procesow jednowymiarowych. W aplikacjach finansowych bardzo rzadko
jednak zastosowanie jednowymiarowych modeli okazuje si¢ wystarczajace.
Analiza procesow wielowymiarowych jest konieczna przy konstrukcji i wyce-
nie portfeli instrumentow finansowych oraz zarzadzaniu ich ryzykiem.

Prace dotyczace modeli wielorownaniowych konstruowanych na podsta-
wie cen minimalnych i maksymalnych znajduja si¢ ciagle na wstepnym etapie
badan. Idea konstrukcji wieloréwnaniowych modeli zmiennoSci z zastoso-
waniem cen minimalnych i maksymalnych polega na wykorzystaniu jedno-
rOwnaniowych specyfikacji modeli opartych na zakresie cen i wiaczeniu ich
do budowy wieloréwnaniowych modeli macierzy kowariancji stop zwrotu
(zob. Chou, Cai, 2009; Chou, Wu, Liu, 2009; Asai, 2013). Podejscie pro-
ponowane w niniejszym artykule jest jednak inne, poniewaz nie odwotuje
si¢ do modeli jednowymiarowych.

Gli6éwnym wkiadem pracy jest propozycja modelowania kursow waluto-
wych z zastosowaniem cen minimalnych i maksymalnych, ktéra prowadzi
do lepszego opisu zaleznoSci na rynku walutowym. Propozycja polega na
zastosowaniu estymatora kowariancji konstruowanego na podstawie cen
minimalnych i maksymalnych (zob. Brunetti i Lildholdt, 2002; Brand i Die-
bold, 2006) oraz modelu BEKK (Baba, Engle, Kraft i Kroner, 1990; Engle
i Kroner, 1995). Konstruowane na podstawie zaproponowanego wieloréwna-
niowego modelu GARCH prognozy kowariancji stop zwrotu sa trafniejsze
niz prognozy konstruowane na podstawie wylacznie cen zamknigcia.

Uktad pracy jest nastepujacy. W podrozdziale 2 zaprezentowano wybrane
metody estymacji kowariancji stop zwrotu na podstawie cen minimalnych
i maksymalnych. W podrozdziale 3 przedstawiono propozycj¢ wieloréw-
naniowego modelu GARCH, do estymacji ktdrego stosuje si¢ ceny mini-
malne i maksymalne. W podrozdziale 4 modelowano kursy walutowe na
rynku Forex, a w 5 dokonano analizy trafnoSci prognoz. W podrozdziale 6
przedstawiono wnioski.

2. Metody estymaciji kowariancji stop zwrotu na podstawie cen
minimalnych i maksymalnych

Wykorzystanie do estymacji kowariancji cen minimalnych i maksymal-
nych, zamiast cen zamknigcia, jest intuicyjnie uzasadnione. Zalézmy, ze ceny
dwoch aktywow zachowujg sie w ciagu sesji w podobny sposdb, tj. rosng
w ciggu dnia o 3%, a nast¢pnie spadaja, osiagajac na koniec dnia poziom
cen zamknigcia z poprzedniej sesji. Kowariancja szacowana jako iloczyn
dziennych stop zwrotu (obliczanych na podstawie biezacej ceny zamknigcia
oraz ceny zamknigcia z poprzedniego dnia) informuje o braku zaleznosci,
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podczas gdy zalezno$¢ migdzy wspomnianymi aktywami byfa silna i na taka
zalezno$¢ wskazuje estymator kowariancji konstruowany na podstawie cen
minimalnych i maksymalnych.

2.1. Ko-zakres procesow

Brunetti i Lildholdt (2002) zaproponowali, aby do estymacji kowariancji
wykorzysta¢ formute na wariancje sumy zmiennych:

var(X + Y) = var(X) + var(Y) + 2cov(X,Y). (1)

Jezeli mozliwe jest oszacowanie wariancji z wykorzystaniem zakresu cen
dla X + Y, X oraz Y, wowczas z réwnania (1) mozna wyznaczy¢ kowariancje
cov(X,Y).

Niech 0 <t < 7 oraz zat6zmy, ze logarytmy cen sa skorelowanymi aryt-
metycznymi ruchami Browna bez dryfu oznaczonymi jako P, i Q;:

dP, = opdW,, )

dQ, = opdZ, 3)
aw, 0

t — , 4

| o] )

AW,y dw,dz)\ | dt p,,dt B s

ther (dZt)z B pP‘Qd[ dar | oprQ = OPOQ 0P ( )

gdzie W,, Z, sa standardowymi procesami Wienera.

Rozwazana jest liniowa kombinacja fpP; + foQ;. Brunetti i Lildholdt
(2002) definiuja ko-zakres (ang. co-range) w nastepujacy sposob:

2 2 2
1 lﬁp”*ﬁgQ - lﬁPP B lﬁQQ

T 8m(2)B.B, ©)

Opp=

gdzie Iy = supy<,<.X; — Iy = infy.,<, X, i oznacza zakres cen procesu X,.
Powyzsza formuta moze by¢ wyprowadzona na podstawie rownania (1),

jesli przyjmie sig, ze wariancje sa szacowane na podstawie estymatora Par-
kinsona (1980) w postaci:

o} =[In(H,/L)I' /(41n2), (7)

gdzie H, i L, oznaczajg dzienne ceny maksymalne i minimalne.
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Przy spetnieniu powyzszych zalozen p ) jest nieobcigzonym estymatorem op .

Niestety zakres fpP;, + fpQ, nie moze byC wyznaczony na podstawie
zakresOw fpP, oraz fpQ,. Z tego wzgledu poza pewnymi przypadkami, do
ktorych mozna zaliczy¢ kursy walutowe (zob. przedstawiona w dalszej czgsci
koncepcja sformutowana przy zatozeniu braku mozliwosci arbitrazu, Brand,
Diebold, 2006), do konstrukeji tego estymatora wymagana jest znajomo$¢
cen wszystkich transakcji w ciggu dnia (ang. fick-by-tick data).

Macierz kowariancji P, i Q, konstruowang na podstawie zakresu cen
mozna przedstawi¢ w nastepujacej formie:

Q= ( S d”Q), (8)

s 22
Oro O
gdzie 6} oraz G sa estymatorami Parkinsona dla P; i Q.

Tak sformutowana macierz jest zawsze dodatnio polokreslona w przy-
padku dwuwymiarowym. Dla wigkszej liczby wymiardw ta cecha macierzy
nie jest jednak zapewniona. Mozna ja uzyska¢ na przyktad przez zastoso-
wanie dekompozycji Choleskiego. Z uwagi na nieliniowe relacje miedzy
elementami macierzy kowariancji a elementami dekompozycji Choleskiego
moze by¢ jednak trudno o zachowanie nieobcigzonosci estymatora macierzy
kowariancji (zob. Brunetti i Lildholdt, 2002).

Badania symulacyjne dla procesow Browna bez dryfu wskazuja, ze powyz-
szy estymator kowariancji konstruowany na podstawie zakresOw cen jest
ponad pie¢ razy efektywniejszy od estymatora konstruowanego na podstawie
stop zwrotu z cen zamkni¢cia. EfektywnoS¢ tego estymatora jest zatem
zblizona do efektywnoSci estymatora Parkinsona dla wariancji.

Brunetti, Lildholdt (2002) zastosowali ko-zakres do badania dziennych
stop zwrotu trzech kurséw walutowych funta szterlinga wzgledem franka
szwajcarskiego, franka szwajcarskiego wzgledem dolara amerykanskiego oraz
dolara amerykanskiego wzgledem funta szterlinga. Szacunki odchylef stan-
dardowych dla wszystkich rozwazanych par walutowych byly mniejsze dla
kowariancji konstruowanej na podstawie zakresow cen w porOwnaniu do
kowariancji formutowanej na podstawie cen zamknigcia, co sugeruje wigksza
efektywno$¢ estymatora z zastosowaniem cen minimalnych i maksymalnych.

2.2. Dwuwymiarowa koncepcja zaktadajaca brak mozliwosci arbitrazu

Brand, Diebold (2006) zaproponowali podejscie, ktorego podstawa jest
réwniez formuta na wariancj¢ sumy zmiennych. Estymacj¢ kowariancji prze-
prowadza si¢ na podstawie formuly:

cov(X, Y) = [var(X + Y) - var(X) - var(Y)]/2, %)

gdzie wariancje szacowane sg z wykorzystaniem cen minimalnych i maksy-
malnych (autorzy postuluja zastosowanie estymatora Parkinsona).
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Powyzsza formuta ma jednak stosunkowo waskie zastosowanie, poniewaz
muszg by¢ znane warto$ci minimalne i maksymalne dla sumy zmiennych.
Jest to naturalne w przypadku analizy kursow walutowych. Zat6zmy, ze dane
sq dwa kursy wzgledem waluty C oznaczone jako A/C oraz B/C. Wowczas
przy zalozeniu, ze nie ma mozliwoSci arbitrazu walutowego trdjstronnego,
stopa zwrotu kursu krzyzowego dana jest formuta:

AlnA/B = AlnA/C - AlnB/C. (10)
Estymator kowariancji stop zwrotu dany jest wowczas wzorem:

cov(AlnA/C, AInB/C) =

[var(AlnA/C) + var(AInB/C) — var(AlnA/B)]/2. (1

Pomyst wykorzystania koncepcji braku arbitrazu do szacowania kowarian-
cji byl juz wezesniej stosowany m.in. w pracach: Brunetti, Lildholdt (2002)
dla ko-zakresu, Andersen, Bollerslev, Diebold, Labys (2003) dla kowarian-
cji zrealizowanej oraz Lopez, Walter (2001) dla implikowanej kowariancji
szacowanej na podstawie implikowanych wariancji poszczegdlnych kursow
walutowych.

Przedstawiony estymator kowariancji jest liniowg kombinacjg wariancji.
Jezeli do estymacji wariancji zostanie zastosowany estymator Parkinsona,
to estymator kowariancji bedzie nieobcigzony przy zatozeniu tych samych
warunkow, jakie musza by¢ spetnione dla nieobcigzonoSci estymatora Par-
kinsona (Brand i Diebold, 2006).

Wyniki przeprowadzonych na podstawie symulacji Monte Carlo badan
wskazuja, ze szacunki kowariancji estymowane na podstawie zakresOw cen sg
zanizone. Niedoszacowanie zmniejsza si¢ jednak wraz ze wzrostem czestotli-
wosci obserwacji. Efekty mikrostruktury rynku wynikajace ze spreadu bid-ask
oraz niesynchronicznoSci transakcji (z uwagi na niska plynnos¢ instrumentow
obserwowane w danym momencie ceny cz¢sto sg cenami transakcji, ktore
wystapily wezesniej) maja mniejszy negatywny wplyw na kowariancje szaco-
wane na podstawie zakresu cen niz na kowariancje zrealizowane szacowane
na podstawie danych $roddziennych (Brand i Diebold, 2006).

3. Wielorownaniowy model GARCH z cenami minimalnymi,
maksymalnymi i zamknigcia

Wieloréwnaniowe modele GARCH naleza do najbardziej popularnych
modeli opisujacych finansowe szeregi czasowe.

Niech ¢, jest wektorem o wymiarach N X 1 i oznacza wielowymiarowy
sktadnik losowy rownania opisujacego warunkowe wartosci oczekiwane stop
zwrotu (w szczegblnym przypadku moze to by¢ wielowymiarowy proces stop
zwrotu) oraz mozna go przedstawi¢ w nastepujacej postaci:
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& | v ~ D(0,covy), (12)

gdzie y,; oznacza zbidr wszystkich informacji dost¢pnych w chwili #-1,
D jest funkcja gestoSci prawdopodobiefistwa, a cov, jest warunkowa macierza
kowariancji o wymiarach N X N.

Jednym z bardziej popularnych wieloréwnaniowych modeli GARCH
jest model BEKK? (Baba, Engle, Kraft i Kroner, 1990; Engle i Kroner
1995). Zaletami tego modelu sa dodatnia okreSlonoS¢ macierzy kowariancji
mozliwo$¢ opisania zmieniajacych si¢ w czasie warunkowych wspoiczynni-
kéw korelacji migdzy stopami zwrotu oraz mozliwo$¢ opisania wzajemnych
relacji migdzy warunkowymi wariancjami (kowariancjami). Model BEK-
K(p,q) konstruowany na podstawie stop zwrotu z cen zamknigcia mozna
zapisaé jako:

q P
cov,=CC' + ) D&, €, D+ Ecov, E, (13)
i=1 j=1

gdzie C, D; oraz E; sa macierzami parametrOw o wymiarach N X N,
a macierz C jest dodatkowo macierzg trojkatna.

Proponowana specyfikacja modelu BEKK z zastosowaniem cen mini-
malnych i maksymalnych, oznaczona dalej jako BEKK-HL(p,q) dana jest
formuta:

q P
cov,= KK' + ) L.G.L+ > M.cov,_ M, (14)
j=1

i=1

gdzie K, L; oraz M; sg macierzami parametrow o wymiarach N X N,
a macierz K jest macierza trojkatng. G,; sa macierzami kowariancji stop
zwrotu szacowanymi z wykorzystaniem cen minimalnych i maksymalnych.
Wariancje stop zwrotu konstruowane na podstawie cen minimalnych i mak-
symalnych znajduja si¢ na przekatnych macierzy G,_;, natomiast kowariancje
stop zwrotu formulowane na podstawie wzoru (11) znajduja si¢ poza przekat-
nymi. Wszystkie wariancje w formule (11) sa estymowane z zastosowaniem
cen minimalnych i maksymalnych. W poréwnaniu do tradycyjnego modelu
BEKK w miejsce wariancji i kowariancji stop zwrotu szacowanych na pod-
stawie cen zamknigcia, zastosowano efektywniejsze estymatory wariancji
i kowariancji formutowane z wykorzystaniem cen minimalnych i maksymal-
nych. W modelu BEKK-HL w macierzach G,_; mogg by¢ zastosowane rézne
rodzaje estymatorow wariancji konstruowane na podstawie cen minimalnych,
maksymalnych lub dodatkowo otwarcia i zamknigcia jak np. Garmana-
Klassa (Garman i Klass, 1980), Parkinsona (1980) lub Rogersa—Satchella
(Rogers i Satchell, 1991). W badaniu empirycznym w nastgpnych sekcjach
artykutu zastosowano, podobnie jak w pracach Brunetti i Lildholdt (2002)
oraz Brand i Diebold (2006), estymator Parkinsona.
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Zaproponowany model nie ma zadnych dodatkowych parametréw w sto-
sunku do tradycyjnego modelu BEKK formulowanego na podstawie stop
zwrotu z cen zamknigcia. Parametry obu modeli BEKK i BEKK-HL moga
by¢ estymowane za pomoca metod najwickszej wiarygodnoSci lub quasi
najwigkszej wiarygodnosci.

4. Modelowanie kurséw walutowych na rynku Forex

Uzyteczno$¢ zaproponowanego modelu zostala zilustrowana na podstawie
analizy trzech najbardziej plynnych par walutowych na rynku FOREX: EUR/
USD, USD/JPY oraz GBP/USD. Zastosowano dane dzienne dla 11-letniego
okresu od 2 stycznia 2006 do 30 grudnia 2016 (2853 logarytmiczne stopy
zwrotu). Rozwazano trzy konkurencyjne modele:

(1) Klasyczny model BEKK, ktorego parametry estymowane sa na podstawie
wylacznie cen zamknigcia jako benchmark model (réwnanie (13));

(2) Zaproponowany model BEKK-HL, ktérego parametry estymowane sg
na podstawie cen minimalnych, maksymalnych i zamknigcia (réwna-
nie (14));

(3) Model DCC (ang. dynamic conditional correlations, Engle, 2002), kto-
rego parametry estymowane sa na podstawie wytacznie cen zamknigcia.
Model DCC jest modelem mniej ztozonym, tatwiejsza jest estymacja jego
parametrow; z tego wzgledu jest naturalnym konkurentem dla modeli
BEKK.

Jako warunkowa funkcje gestos$ci prawdopodobienistwa przyjeto wie-
lowymiarowy rozkiad t-Studenta. Badane kursy walutowe nie byly sko-
integrowane (test Johansena) oraz nie wystgpowaly state zaleznoSci
w rownaniach $rednich warunkowych stép zwrotu (model VAR), dlatego
w rownaniach opisujacych warunkowe wartoSci oczekiwane stOp zwrotu
wystepuja tylko state. Do estymacji parametrOw wszystkich rozwazanych
modeli zastosowano metod¢ MNW. Wyniki estymacji zostaly zaprezentowane
w tabeli 1.

Logarytmy funkcji wiarygodnoSci zostaly skonstruowane dla wszystkich
trzech modeli na podstawie cen zamknigcia (oznaczone jako In L). Wyzna-
czono wartoSci statystyki Riversa-Vuonga (Rivers i Vuong, 2002) oznaczonej
dalej jako RV. Test ten pozwala na weryfikacje hipotezy o asymptotyczne;j
rownosSci funkcji wiarygodnosci dwdch niezagniezdzonych modeli. Jest on
rozszerzeniem testu Vuonga (1989) i moze by¢ stosowany m.in. w przy-
padku modeli szeregéw czasowych. Wyniki testu RV wskazuja, ze model
BEKK-HL lepiej opisywal badane kursy walutowe niz konkurujace modele
konstruowane na podstawie tylko cen zamknigcia. Nie bylo natomiast istot-
nych r6znic miedzy modelami BEKK i DCC estymowanymi na podstawie
stop zwrotu z cen zamkni¢cia. Kryterium informacyjne Schwarza réwniez
wskazuje model BEKK-HL jako najlepszy.
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BEKK BEKK-HL DCC

Para- Para- Para-
metr | Qcena Blad | ey Ocena Blad | peer Ocena Blad

stand. stand. stand.
Y01 0,0047 |0,0086 Y01 0,0005 |0,0117 Y01 0,0022 |0,0092
Y02 -0,0152 {0,0090 Y02 -0,0091 {0,0125 01 0,0005 |0,0005
Y03 0,0066 |0,0083 Y03 -0,0008 {0,0106 o1 0,0401 |0,0057
Ci1 -0,0286 |0,0089 ki -0,0101 {0,0180 fu 0,9588 |0,0056
Co1 -0,0104 {0,0213 koy 0,0314 |0,0732 v 9,6468 |1,5830
Cyp 0,0674 |0,0092 ky» 0,0585 [0,1433 Yo2 -0,0117 10,0094
C3q -0,0085 [0,0160 k31 0,0179 [0,0259 0 0,0034 |0,0015
C3 -0,0183 |0,0089 k3, -0,0284 |0,0365 37 0,0596 |0,0104
C33 0,0332 |0,0077 k33 0,0021 |0,1009 P12 0,9362 |0,0109
dyg 0,1874 |0,0180 Iy 0,2678 |0,0370 % 5,0514 (0,4775
d, -0,0314 {0,0132 1y -0,0636 |0,0220 703 0,0034 |0,0088
dys 0,0083 [0,0194 li3 0,0086 |0,0376 03 0,0016 |0,0009
dy 0,0189 |0,0209 15 0,0259 |0,0439 013 0,0458 |0,0080
dy, 0,2350 |0,0177 1 0,3074 |0,0322 P13 0,9503 |0,0084
dy -0,0549 10,0242 Iz -0,0741 [0,0472 v 9,3613 |2,0626
ds; -0,0205 {0,0253 131 -0,0101 {0,0352 a 0,0278 |0,0042
ds, -0,0506 |0,0150 13, -0,0670 |0,0222 p 0,9351 |0,0122
dss 0,2090 |0,0205 I35 0,2658 |0,0322 % 4,9512 |0,0840
el 0,9825 [0,0037 my; 0,9616 |(0,0110
e 0,0087 |0,0037 my, 0,0240 |0,0094
e3 -0,0042 |0,0044 my3 -0,0056 {0,0130
e -0,0034 |0,0048 my; -0,0003 [0,0144
€ 0,9650 [0,0051 my, 0,9403 |0,0137
€3 0,0139 |0,0063 mys 0,0161 [0,0155
€3 0,0054 |0,0058 m;s; 0,0022 |0,0118
€3 0,0149 |0,0047 ms, 0,0287 {0,0100
es3 0,9728 |0,0053 ms3 0,9569 [0,0105
v 6,7657 |0,4632 v 7,2524 10,8290
InL |-6162,20 InL | -6087,19 In L | -6179,16
RV - RV 3,0246" RV 1,5784
BIC 12547 BIC 12397 BIC 12494

We wszystkich modelach pary walutowe zostaly zastosowane w nastgpujacej kolejnosci: EUR/
USD, JPY/ USD i GBP/USD. g, gq2, g3 sa stalymi, ¢, dy;, €j oraz k;;, ljj, my; sa parametrami
odpowiednio w macierzach C, Dy, E| (réwnanie (13)) oraz K, L, M, (rownanie (14)), ag; ay; f1; sa
parametrami jednoréwnaniowych modeli GARCH, a, f sa parametrami modelu DCC, parametr
v oznacza liczbe stopni swobody warunkowego rozktadu t Studenta, In L jest logarytmem
funkcji wiarygodnosci, RV to statystyka testu Riversa-Vuonga, gdzie benchmarkiem, z ktérym
poréwnywano inne modele, byl model BEKK, ktérego parametry estymowano wylacznie na
podstawie cen zamknigcia, * oznacza, ze hipoteza zerowa zostata odrzucona na poziomie 0,05,
BIC to Bayesowskie kryterium informacyjne.

Tab. 1. Wyniki estymacji dla trzech wieloréwnaniowych modeli GARCH
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Porédwnujac szacunki parametréw mi¢dzy modelami BEKK i BEKK-HL,
mozna zauwazy¢ wyrazne roznice. Szacunki parametrow [; byly wieksze niz
szacunki parametrow dj;;, natomiast szacunki parametroéw m;; byly mniejsze niz
szacunki parametréw e;;. Rozwazajac rozne scenariusze stop zwrotu, mozna
fatwo wykazac, ze wplyw zjawisk szokowych w poprzednim okresie na bie-
zgce wartoSci kowariancji jest silniejszy, a zatem reakcja na zmieniajacg si¢
sytuacj¢ rynkowg jest szybsza, wedtug modelu, w ktorym zastosowano dodat-
kowo ceny minimalne i maksymalne. Jest to wazne zaréwno w kontekscie
modelowania, jak i prognozowania stop zwrotu, poniewaz wolna reakcja na
nagte zmiany rynkowe byta dotychczas wymieniana jako jedna z najwi¢kszych
stabo$ci modeli klasy GARCH formufowanych na podstawie cen zamknigcia.

5. Prognozowanie kowariancji stop zwrotu

Gloéwnym celem badania byto poréwnanie trafnosci prognoz budowanych
na podstawie zaproponowanego modelu GARCH, formutowanego z wyko-
rzystaniem cen minimalnych i maksymalnych z prognozami wyznaczanymi
z modelu konstruowanego na podstawie wytacznie cen zamknigcia. Para-
metry modelu byly estymowane kazdego dnia na podstawie proby o statej
dtugos$ci 520 obserwacji (w przyblizeniu 2 lata). Jednodniowe prognozy
kowariancji konstruowano dla okresu 2008-2016 (9 lat).

Jako realizacj¢ kowariancji do oceny trafnoSci prognoz przyjmowano
sumg iloczynéw 15-minutowych stop zwrotu (tzw. kowariancj¢ zrealizowang).
Przyjeto dwie miary oceny dokfadnoS$ci prognoz: btad §redniokwadratowy
(MSE) oraz $redni btad bezwzgledny (MAE). Zbadano, czy roznice mig-
dzy prognozami rozwazanych modeli byly istotne statystycznie. W tym celu
zastosowano dwa testy: SPA (ang. superior predictive ability, Hansen, 2005)
oraz MCS (ang. model confidence set, Hansen, Lunde i Nason, 2011). Test
SPA zostal przeprowadzony dla par modeli, wsréd ktoérych model BEKK
na podstawie stop zwrotu z cen zamknig¢cia stosowany byt jako benchmark.
Test MCS zostal przeprowadzony dla trzech modeli facznie. Wyniki badania
trafnoSci prognoz kowariancji zostaly przedstawione w tabeli 2.

Wyniki testu SPA — zar6wno dla miary MSE, jak i MAE (zob. tabela 2,
ale réwniez niezaprezentowane, z uwagi na ograniczenie dtugosci artykutu,
wyniki, gdy model DCC zostal zastosowany jako benchmark) wskazuja, ze
prognozy kowariancji stop zwrotu konstruowane na podstawie modeli formu-
fowanych wytacznie z wykorzystaniem cen zamknig¢cia byly mniej doktadne
od prognoz z modelu, ktdrego parametry estymowane sa na podstawie cen
minimalnych, maksymalnych i zamknig¢cia (dla przyjetego poziomu istotnosci
0,05). Te same wnioski wynikaja z zastosowania testu MCS. Jedynym wyjat-
kiem jest zalezno$¢ migdzy parami EUR/USD i GBP/USD dla miernika
MSE, dla ktdrej wszystkie trzy modele naleza do zbioru ufnoSci modeli,
zatem brakuje podstaw do odrzucenia hipotezy o ich tej samej zdolnoSci
predykcyjne;.
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Kryteria oceny prognoz

Model SPA MCS SPA MCS
MSE o .. | MAE . oz
p-wartoS¢ | p-wartoS¢ p-wartos¢ | p-wartoS¢
EUR/USD, JPY/USD
BEKK ceny 0,089 - 0,004 0,138 - 0,000
zamknigcia
BEKK-HL 0,085 0,002 1,000" 0,130 0,000 1,000

DCC ceny zamknigcia | 0,101 0,536 0,001 0,139 0,654 0,000

EUR/USD, GBP/USD

BEKK ceny 0,120 - 0,245 | 0,135 - 0,000
zamknigcia
BEKK-HL 0,116 0,049 1,000" | 0,126 0,000 1,000

DCC ceny zamknigcia | 0,118 0,022 0,336" | 0,129 0,000 0,035

JPY/USD, GBP/USD

BEKK ceny 0,206 - 0,095 0,122 - 0,000
zamknigcia
BEKK-HL 0,201 0,029 1,000" | 0,112 0,000 1,000"

DCC ceny zamknigcia | 0,209 0,686 0,094 0,121 0,253 0,001

Test SPA zostal przeprowadzony dla par modeli, wéroéd ktorych model BEKK na podstawie
stop zwrotu z cen zamknigcia stosowany byt jako benchmark, * oznacza, ze przy wspdtczynniku
ufnosci 0,90 model nalezy do zbioru ufnosci modeli.

Tab. 2. Ocena prognoz kowariancji

6. Zakonczenie

Ceny minimalne i maksymalne dostarczaja cennych informacji o ksztat-
towaniu si¢ proceséw finansowych. Wiadomo, ze wykorzystanie takich
informacji w modelach zmiennoSci moze zwigksza¢ doktadno$¢ pomiaru
zmienno§$ci oraz zwigkszaé trafno$¢ prognoz zmienno$ci w poréwnaniu do
modeli formutowanych na podstawie wylacznie cen zamknigcia (zob. np.
Fiszeder i Perczak, 2016). W ostatnich latach w kilku pracach pokazano, ze
zastosowanie cen minimalnych i maksymalnych moze by¢ rownie korzystne
przy estymacji i prognozowaniu kowariancji stop zwrotu.

W pracy zaproponowano nowa specyfikacje modelu BEKK z zasto-
sowaniem cen minimalnych i maksymalnych do opisu dynamiki kursow
walutowych. Model lepiej opisuje stopy zwrotu najbardziej ptynnych par
walutowych na rynku Forex. Prognozy kowariancji konstruowane na pod-
stawie zaproponowanego modelu sg trafniejsze w porOwnaniu z progno-
zami formufowanymi z modeli na cenach zamknigcia. Nalezy podkreSlic,
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ze przedstawiona propozycja modelu nie wymaga pozyskania dodatkowych
danych, poniewaz dzienne ceny minimalne i maksymalne sg na ogo6t dostepne
rOwnolegle z cenami zamknigcia, co jest wazne z punktu widzenia aplikacji
modelu na rynku Forex.

Przypisy
1 Praca zostala sfinansowana ze §rodkéw Narodowego Centrum Nauki projekt numer

2016/21/B/HS4/00662 pt. ,,Wiclowymiarowe modele zmiennoSci — wykorzystanie cen
minimalnych i maksymalnych”.

2 Nazwa pochodzi od pierwszych liter nazwisk autoréw.
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